
どの 2点間の距離も等しい格子点

次の条件を満たす自然数 nの集合 Sを考える．

n − 1次元 Euclid空間内の n個の格子点で，どの 2点間の距離も等し
いものが存在する．

以下，Enは n次単位行列，Unはすべての成分が 1である n次正方行列，unはすべて
の成分が 1である n次列ベクトルを表すとする．

定理 1. n ∈ Sとなるのは，ある正の整数 sに対して次の同値な条件が成り立つとき
かつそのときに限る．

(1) あるX ∈ Mn−1,n(Z)が存在して
tXX = s(nEn − Un). (1)

(2) ある Y ∈ Mn−1(Z)が存在して
tY Y = s(nEn−1 − Un−1). (2)

証明. n ∈ Sとする．x1, . . . , xn ∈ Zn−1を異なる 2点間の距離 d = |xi − xj|が一定で
ある格子点とし，x0 = 1

n

∑n
i=1 xiをそれらの重心とする．必要ならば xiの代わりに

x′i = n(xi − x0) ∈ Zn−1を考えることにより，x0 = 0として一般性を失わない．この
とき各点と重心の間の距離の平方 a = |xi|2 ∈ Zは一定であり，また任意の i 6= jに対
して

d2 = |xi − xj|2 = |xi|2 + |xj|2 − 2(xi, xj) = 2[a− (xi, xj)]

であるから，異なる 2点が定める内積 b = (xi, xj) ∈ Zも一定である．したがって
X = (x1, . . . , xn) ∈ Mn−1,n(Z)とおくと，

tXX = (a− b)En + bUn. (3)

一方 Y = (x1, . . . , xn−1) ∈ Mn−1(Z), u = un−1とおくと，Y u + xn = nx0 = 0より，
X = (Y, xn) = (Y,−Y u)であるから，

tXX =

(
tY Y −tY Y u

−tutY Y tutY Y u

)
. (4)

(3)と (4)を比較すると，
tY Y = (a− b)En−1 + bUn−1, (5)

−tY Y u = bu, (6)

tutY Y u = a. (7)

(6),(7)より a = −btuu = −(n− 1)bであるから，s = −b ∈ Zとおけば，(3),(5)から
それぞれ (1),(2)が従う．このとき d2 = 2(a− b) = 2nsであるから，s > 0. また，条
件 1および 2が同値であることは容易に確かめられ，逆にこれらが成り立つならば，
Xの列ベクトルが定める n個の格子点は与えられた条件を満たすことが分かる． ¤
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命題 2. n ∈ Sとし，sを定理 1におけるものとする．このとき，nが奇数ならば nは
平方数であり，nが偶数ならば sは平方数である．

証明. 等式 (2)の両辺の行列式を取ると，

(det Y )2 = sn−1nn−2.

これから主張が従う． ¤

命題 3. nが平方数ならば，ある平方数 sに対して定理 1の条件が成り立つ．特に，
n ∈ S.

証明. n = m2とする．Y = m(m− 1)En−1 − Un−1とおくと，tY = Y より，
tY Y = Y 2 = [m(m− 1)En−1 − Un−1]

2

= m2(m− 1)2En−1 − 2m(m− 1)Un−1 + U2
n−1

= (m− 1)2(nEn−1 − Un−1).

¤

系 1. nが奇数ならば，n ∈ Sとなるのは nが平方数のときかつそのときに限る．

系 2. n ∈ Sならば，定理 1における sとして平方数を取ることができる．

定理 4. n ∈ Sとなるのは，次の条件を満たす r ∈ ZおよびZ ∈ Mn(Z)が存在すると
きかつそのときに限る：Zの第 n行の成分はすべて rであり，

tZZ = r2nEn.

証明. n ∈ Sとする．定理 1の条件を満たす平方数 sおよびX ∈ Mn−1,n(Z)を取り，
s = r2とし，

Z =

(
X

rtun

)
∈ Mn(Z)

とおけば，与えられた条件が成り立つ．逆は明らかである． ¤

以下，加群の同形
Mm,p(Z)⊗Z Mn,q(Z) ' Mmn,pq(Z)

Ei,k ⊗ Ej,l 7→ E(i−1)n+j,(k−1)q+l

（Ei,j は行列単位）により両者を同一視する．このとき，上の対応は行列の積および
転置を取る操作と可換であることに注意する．特にm = p, n = qのとき，上の対応
は環の同形となる．

命題 5. Sは積閉集合である．

証明. m,n ∈ S とする．定理 4の条件を満たす rm, rn ∈ Zおよび Zm ∈ Mm(Z),

Zn ∈ Mn(Z)を取り，
Z = Zm ⊗ Zn ∈ Mmn(Z)

とおくと，Zの第mn行の成分はすべて rmrnであり，
tZZ = tZmZm ⊗ tZnZn = r2

mmEm ⊗ r2
nnEn = (rmrn)2mnEmn.

したがって，mn ∈ S. ¤
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ここで

I2 =

(
0 −1
1 0

)
∈ M2(Z)

とおき，環の単射準同形
Z[i] ↪→ M2(Z)

x + yi 7→ xE2 + yI2

によりGaussの整数環 Z[i]をM2(Z)の部分環とみなす．このとき，後者における転
置は前者における共役に対応していることに注意する．

命題 6. nが無平方部分に素因数 p ≡ −1 (mod 4)を持たない偶数ならば，n ∈ S.

証明. r = (n − 2)/2とする．また α = 1 + i ∈ Z[i]とし，N(β) = ββ̄ = nとなる
β ∈ Z[i]を取る．このとき

Z =

(
α⊗ Ur + β ⊗ (rEr − Ur) −rα⊗ ur

rα⊗ tur rα

)
∈ Mn(Z)

は定理 4の条件を満たすことが確かめられる． ¤

同様に

J2 =

(
0 1
1 0

)
∈ M2(Z)

とし，
I4 = E2 ⊗ I2, J4 = I2 ⊗ J2, K4 = I4J4 = I2 ⊗ I2J2 ∈ M4(Z)

とおき，環の単射準同形
Q ↪→ M4(Z)

x + yi + zj + wk 7→ xE4 + yI4 + zJ4 + wK4

によりZ上の四元数環QをM4(Z)の部分環とみなす．このとき，後者における転置
は前者における共役に対応していることに注意する．

命題 7. nが 4の倍数ならば，n ∈ S.

証明. r = (n− 4)/4とする．また α = 1 + i + j + k ∈ Qとし，N(β) = ββ̄ = nとな
る β ∈ Qを取る．このとき

Z =

(
α⊗ Ur + β ⊗ (rEr − Ur) −rα⊗ ur

rα⊗ tur rα

)
∈ Mn(Z)

は定理 4の条件を満たすことが確かめられる． ¤


